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Probabilités/Probability Theory

Inégalités de Sobolev logarithmiques sur un espace de chemins

Elton P. Hsu

Résumé — Soit W, (M) I'espace des chemins -y : [0, 1] — M sur une variété riemannienne
compléte connexe de dimension n tels que v(0) = 0 € M et soit v la mesure de Wiener sur
W, (M). Nous prouvons une inégalité de Sobolev logarithmique sur W, (M) : si Ricas = —¢ pour
une constante ¢ non négative, h

f F? log | F|dv < Cpr || DFI]? + || F | log || F |
Wo (M)
avec Chy £ (1 + ce®)2.

Logarithmic Sobolev inequalities on path spaces

Abstract — Suppose that W, (M) is the space of paths ~ : [0, 1] — M on a complete connected
Riemannian manifold M of dimension n such that v(0) = 0 € M. We prove a logarithmic Sobolev
inequality on Wo (M): If Ricay 2 —c for a nonnegative constant ¢, then

f F? log | F|dv < Cys || DF |2 + || I log || P
Wo ()

with Cyy £ (1 + ce”)?,

1. ENONCES DES RESULTATS. — Soient M une variété riemannienne compléte connexe de

dimension n et o un point de M fixé. Soit

Wo (M) ={~y e C([0, 1], M): 7(0) = 0}
I'espace des chemins issus de o dans M. La mesure de Wiener v, sur M est la loi du
mouvement brownien issu de o & valeurs dans M.

Le gradient DF' d’une fonction F sur W, (M) est défini de la fagon suivante. On choisit
un repére orthonormé U, au point o. Soit H I'espace des fonctions de Cameron-Martin &
valeurs dans R™ et nulles en zéro. Si h € H, définissons le champ de vecteurs D) sur
W, (M) par Dy, ()s = U (y)shs o0 U (v) € W, (O (M)) est le relévement horizontal de
¥ (U (7)o = U,) dans le fibré principal des repéres orthonormés O (M ). Pour une fonction
cylindrique F' sur W, (M) de la forme F' (v) = f (7, -, 7s,) avec 0 S 51 < ... < 5; £ 1
et une fonction M x ... x M — R! régulidre, on définit

!
DF (v) = (sAs)U();'V F (),
i=1
ot V) F' est le gradient par rapport i la i-iéme variable de f. Le gradient D ainsi défini
a une fermeture unique dans L (W, (M), v).

Nous allons démontrer une inégalit¢ de Sobolev logarithmique pour I'opérateur de
gradient D sur W, (M) du type suivant.

TuEOREME 1.1, — Soit M une variété riemannienne telle que Ricy = —c pour une
constante non négative c. Alors,

/ F2 log | F|dv < Car || DF |2+ || F |2 log [| ]
W, (M)

Note présentée par Paul-André Mever.
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avec

Cu = €° ( —veet — e+ ) S (14 ce®)™

Le cas ot M = G, un groupe de Lie [avec les (4)-connexions de Cartan], est di
a Gross [3].

2. UN CAS DE DIMENSION FINIE. — Soit ¢ la mesure gaussienne sur R™

1 n/2
J(dz) = [ — ~l=*/2s o
#s (dz) (2%3) ¢ *

On a une inégalité¢ de Sobolev logarithmique:
| gl flducss [ 1907 du+ 171,
R> Jrn

(voir Gross [2]). On a une généralisation aux variétés riemanniennes.

THEOREME 2.1. — Soit M une variété riemannienne telle que Ricy; 2 —c avec ¢ 2 0.
Soit v, (dx) = p (s, o, z) dx, ot p(s, o, x) est le noyau de la chaleur (la distribution du
mouvement brownien a ['instant s). Alors,

f?log | f|dv, £

A -

cs

— 1 .
VAL

Vs

Preuve. — Soit P, f (x) = E, f (7:) W/ p (s, 2, ) f (y)dy, le semigroupe de la chaleur.

On a l'inégalité /2 P, |V f|. Calculons la dérivée de H, = P, ¢ (Ps—, [?)
avec ¢ (t) =271t log t. Nous avons H! < ecs=m) P |V f |2, L’inégalité désirée se déduit
par intégration de 0 a s. [

3. INEGALITE DE SOBOLEV LOGARITHMIQUE SUR L’ESPACE DES CHEMINS. — Définissons
I'application linéaire ¢, : R® — R™ par

qﬁse:e—% / Ricy, (H ¢, e) dr
0

ot H = { H; } sont les champs de vecteurs horizontaux canoniques de O (M). Le résultat
suivant peut étre prouvé par la méthode de couplage brownien.

PrOPOSITION 3.1. = Soit F' () = f (Vs,, -.-s Vs, ) une fonction cylindrique sur W, (M).
Alors,
VE, F=E, {Z¢5 Ujlve R }
PROPOSITION 3.2, — Soit F'(v) = f(Vsy5 -5 Vs, ) une fonction cylindrigue sur W, (M),
Alors
i i 2
/ F?log |FldvZe Y (si—si))E| Y ¢%  U'VOFR
W, (M) i=1 i=i
+]1F 1 log || F),
oi I'application ¢+ R* — R" pour s 2 sg est définie par
d 1.
75 Pose= —3 Ricy, (H dssis ) -y

pour tout e € R™
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Prewve. — Pour la simplicité nous supposons que

F 1) = F s 9.

En utilisant la propriété de Markov et le théoréme 2.1 on a

1
||F“2 Iog HFH = §EE'Y.51 f('YO, '75—3-31)2 Iog EE’)'” f('?ﬂa 732—31}2

1
=5 Bfi(7.,) log Efi (v,,)?

€8y __

1
> - EV f1 (1) P+ Efy (v6,)? log | f1 (7)),

ol fi () = /Es f (70, Vey-s, )2. Par la proposition 3.1 et I'inégalité de Cauchy-Schwarz

EIVAO)F S BIUS VO P19, U VO PP
Il s’ensuit que
(M I FIPlog || Fl[Z—e* sy E|U7 VO F 4 g7 U1 V@ pP?

+Efl (731) IOg ifl (’781)"

On a en utilisant le théoréme 2.1 encore une fois

2) Efi(7s,)% log | fr (7s,) | 2 —€° (52 —s)) E|U) VO P2+ E{F?log |F|}.

On obtient le résultat immédiatement. O
Rappelons que si F'(y) = f (vs,, ..., ¥5,) est une fonction cylindrique sur W, (M),

! ; s
| DF () iy = Z (8; — 5i_1) Z US*JI v g
j=i

=1

Par un calcul trés simple, on a

Lemme 4.2
i [ 2

®  Ploimnon)| Lot 0 V0| 5 (14 3 vaEET) (DFR
e=1 i=t

Preuve du théoréme 1.1. - Il résulte directement de la proposition 3.1 et de I'inégalité
ci-dessus. [

Remarque. — Fang [1] a prouvé pour une variété riemannienne compacte une inégalité
de Poincaré sur W, (M) du type

| F = EF|* < gu | DF||>.

Le théoreme 1.1 entraine que cette inégalité est valable pour une variété riemannienne
compléte connexe & courbure de Ricci 2 —c avec ¢ 2 0 et gay < ¢;}. En particulier,
si la courbure de Ricci de M est non négative, le trou spectral de I’opérateur de
Ornstein-Uhlenbeck L = —D* D est supérieur a +1.

Note remise le 14 novembre 1994, acceptée le 31 janvier 1995.
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