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Probabilités/ Probability Theory

Sur la fonction ® d’une variété riemannienne a bord

Pei Hsu

Résmé - So:lt Q un domaine compact d’une variété riemannienne de dimension n, dont le bord
2Q est lisse. Soient 0<), <A, =<... les valeurs propres de opérateur de Laplace-Beltrami avec la
o

condition frontiére {/dn+y}e=0. La fonction @, (t)= ) exp[—~,t] posséde, quand :— 0, un
n=1

développement asymptotique de la forme
(4nd)? @, @) =co+ec  t' P +ey b+ 27+

Les valeurs de ¢, et ¢, sont bien connues. Dans ce travail nous calculons explicitement les coefficients
¢, et ¢, en termes de constantes géométriques du domaine Q.

On the ©-function of a compact Riemannian manifold with boundary

Abstract — Let Q be a compact domain on a Riemannian manifold of dimension n with smooth
boundary. Let 0<i <XA,=<... be the eigenvalues of the Laplace-Beltrami operator A with boundary
o0

condition [8/én+v]p=0. The corresponding ®-function @, (t)= ) exp[—X,t] has an asymptotic
n=1
expansion
@rty2 O, () =cotc t P te byt +

The values of ¢, and ¢, are well known. In the present work we compute explicitly the coefficients
¢, and ¢4 in terms of geometric quantities associated with the manifold.

On considére le probléme Ap +Aie=0, sur Q, (ép/dn)+ye=0, sur 6. Désignons par
0<h <Ay =... les valeurs propres du probleme. La fonction © est définie par

CHOES Y exp{ —A,t}. En désignant par p,(z x, y) le noyau de la chaleur associé

n=1

a lopérateur A avec la condition frontiere indiquée ci-dessus, on sait que
0,()= j p,(t, x, x)dx a un développement asymptotique du type
Q

(Anty2 0, (O ~co+e t ey tt+e 4.

Les valeurs de ¢, et ¢, sont bien connues.

La valeur de ¢, est connue dans le cas de y=0 (condition de Neumann) et de y=o0
(condition de Dirichlet) (McKean-Singer [2]). Dans le cas général on I'a trouvée seulement
pour des variétés trés spéciales, voir Zayed [6]. Quant a la valeur de c;, on la connait
trés peu. Dans le cas d'un domaine euclidien de dimension 2 on a (Pleijel [3])

1
— /n| k(2)?*oc(dz) avec la condition de Dirichlet,
- 4\/_ LQ (2)" o (dz)
(1) Ll T
— /n| k(z2)?oc(dz) avec la condition de Neumann,
G Lﬁ @) o (d2)

ou k(z) est la courbure de Q. On connait aussi ¢; dans le cas d’'un domaine euclidien
strictement convexe de dimension 3 avec condition de Dirichlet (Waechter [4])

o = 2o 7| @k @F 0@,

Q
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ky(z), k, (z) désignant les courbures principales de la surface 4Q au point .

En utilisant une méthode intéressante et indirecte, on a réussi a trouver les formules
de ¢, et de c¢; dans un cas plus général. Les démonstrations détaillées des résultats
présentés ici paraitront ailleurs, voir [1).

I. ENONCES DES RESULTATS. — On désigne par H la deuxiéme forme fondamentale de
la frontiere 0Q, par K (x) la courbure scalaire de Q au point x, par K*® (z) la courbure
scalaire de ¢Q au point z avec la structure riemannienne induite, et par Ric(n)(z) la
courbure de Ricci de Q dans la direction normale n.

THEOREME 1. — Les quatre premiéres constantes dans le développement asymptotique de
la fonction © avec condition frontiére [0/on+v] =0 sont

welol,  o=Yeal,
2

c2=.éj K(x)dx—%Jn[trH(Z)*‘6Y(Z)Ic(dz)’
Q o

ca—\/_ ]: Ka°+%?t H(z )2—(trH(z))2+;Rlc(n)(z):|cr(dz)

96
1 2
+ﬁ£ﬁ[5y(z) trH (z) +v(2) :|0'(a’z).

On obtient les constantes avec la condition frontiére de Neumann en posant y=0.

THEOREME 2. — Les quatre premiéres constantes dans le développement asymptotique de
la fonction @ avec condition frontiére de Dirichlet sont

c=R], = f|an|
RCE

c;=—| K(x)dx—= | trH(z)o(dz), .
6Ja 3Jon

Cs—fj |:—_Kan(z) trH(z)z—i-—(trH(z))zw—Rlc(n)(z):|c(dz)

II. REDUCTION AU CcAs DE NEUMANN. — On désigne les noyaux de la chaleur p, (¢, x, )
et p,, (I, x, ¥) par px(t, x, ¥) et py(t, X, ), respectivement. Le noyau p,(t, x, y) peut étre

O

exprimé en forme d’une série convergente : 2t x, )= Y (—=1)F,( x, ), ot les
n=0
. fonctions F, sont définies par la relation de récurrence suivante:

FO (ta X, ,V) =PN (ta X, y)a

1
F, (@t x, y)= J dSJ odz)pn(t—s, x, 2)Y (D) F,_, (s, 2, p).
o e}
Par un calcul simple, on peut démontrer que

3) J Fi 6, x, %) dx=tj a2, 2)v(2) o (dz).
Q Q
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On obtient immédiatement

(4nr)“’2j F, (¢, x, x)dx=\/ﬁt3’2f v(2)% o (dz)+ 0 (t?).

Q a0
Pour obtenir les deux premiers termes dans (3), on a besoin d’un développement du type

1
(4) @i =, z)=2|:1—ztrH(z) /nt] +0 (1), zedQ.
On a aprés un calcul pas trés compliqué

_[Fl(t’ X, x)dx=2tj y(z)cr(dz)—ﬁtmj v(z)tr H(z) o (dz)+ O (£%).
Q aQ

a0

III. LA METHODE DE LA PARAMETRIX. — Voir McKean-Singer [2]. Considérons le double
D=0 Q%0 ~ 9Q*, ot Q* est une copie de Q. Sur la variété & on se donne une
structure riemannienne naturelle qui a une discontinuité réguliére sur le bord de contact.
On désigne par x* le point symétrique sur Q* d’un point x sur Q. Soit q(z, x, y) le
noyau de la chaleur de 'opérateur de Laplace-Beltrami sur . Les noyaux de la chaleur
de Dirichlet et de Neumann sur Q sont, respectivement :

po(t X% 1)=q@ % =g x*% ) P x »)=q@ x, p)+q@ x* ).

(=)

q(t, x, ) peut étre exprimé a l'aide d’une série convergente q(t, x, y)= Y, 4,(t, X, »)
n=0
avec la relation de récurrence

4o (t, X, y)=(4nt)—nl2e-(y—xﬂ"g(y) x4t
q,(t x, )= f de dzq,_,(t—s, x, 2) (s, 2, y)
o JE
ot f(5, z, ¥)=[A,—g" (¥)8;0,144 (s, z, y). Suivant McKean-Singer [2], il suffit de calculer
les développements des intégrales des fonctions
Qo (Ie X, X), qo (t, X*: X), ql (ta X, x)a fh (f, x*s X), qz (t, x, X), q;, (t; x*’ x)-

sur Q,= {xeQ:d(x, 0Q)Ze}.

Dans ce but, on utilise le résultat suivant.

T

LemME 3. — Supposons que x=(x% x°, ..., x") sont les coordonnés cartésiennes sur
Pespace tangent d’un point 0edQ (considéré comme origine) et que x! est Ia distance de
x=(x%, X) @ éQ. La matrice de la structure riemannienne posséde le développement suivant
dans un voisinage de 0:

1
g5 () =8,+2Hy| x!| + (= Ry, +HI )| x! P +28,H;x* | x| —ER?{},x“x‘+O (| x]?,
ot 3Q, R, et RIY, sont respectivement les tenseurs de courbure sur Q et 0Q.
On peut démontrer les faits suivants:
(i) c5= f 3 (z) o (dz), ot ¢y (z) est une combinaison linéaire du type
aa

¢; (z) =AK?® (2) + B Ric (n) (z) + Ctr H (z)? + D (tr H (2))

avec des constantes A, B, C, D universelles qui ne dépendent pas de la dimension n.
(i) Aprés un calcul aisé, on trouve dans le cas de Neumann,

A=(1/12) /m,  B=(1/8) /m,
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et dans le cas de Dirichlet A = —(1/12) \/i, B=—(1/8) ﬁ

Ces deux faits nous permettent de trouver les constantes C et D en utilisant quelques
calculs explicites dans des cas particuliers.

IV. IDENTIFICATION DES CONSTANTES UNIVERSELLES C ET D. — On va utiliser les faits
suivants:
(a) Dans le cas de I'espace euclidien de dimension n=2, on a
K*®(z)=0, Ric(n)(z)=0, trH@E?*=k(2)? tH(@E)=—k(2).
(b) Dans le cas d’une boule euclidienne de dimension n=3, et de rayon un, on a les
développements explicites pour
(4m )2 Oy (1)
(voir Zayed [5]), et pour
(4m )2 O (1)
(voir Waechter [4]). Dans les deux cas, la constante ¢ est égale & zéro.

Cas de Neumann. — Les résultats (1), (a), et (b) nous donnent deux équations

7
C+D=— /1, A+C+2D=0,
64\/_

d’ot C=(29/96) \/?c, D= —(37/192) \/?c
Cas de Dirichlet. — On obtient de la méme fagon, C= —(5/96) \/ﬁ, D=(13/192) \/’E
Remarque. — Pour un domaine de E?, on a
K®=2k k, (Theorema egregium de Gauss),
Ric(n)=0, trH=—k,—k,, trH? =k34-k2.
On retrouve la formule (2) & partir de la formule générale. Dans le cas de Neumann, on
obtient

Cs =-% \/E Ln [k, (2)—k, @ o (dz).

Note remise le 15 mars, accepiée le 18 avril 1989.
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